Лекция 3. Однородные уравнения. Линейные и приводящиеся к ним уравнения.
Цель лекции: Цель занятия. Познакомить студентов с теорией однородных и линейных дифференциальных уравнений, а также приводящиеся к ним уравнения. Познакомить студентов с уравнениями, в которые с помощью специальных замен переменных приводятся к линейным, однородным и уравнениям с разделяющимся переменными, а также с методами их интегрирования. 
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Краткое содержание
Дифференциальный уравнение 1-ого порядка, записанное в стандартном виде, 
                                               	                                                         (4.1)
называется однородным, если его правая часть  есть однородная функция относительно своих аргументов нулевого измерения, т.е. имеет место тождество
.
Полагая в последнем тождестве   получим соотношение

тогда однородное уравнение (4.1) представимо в виде
     	                           (4.2)
где 
 .
Следовательно, дифференциальное уравнение (4.1) называется однородным относительно своих переменных, если функция  может быть записана как функция только отношения  , то есть принимает вид (4.2).
Если в правой части уравнении (4.2) функция  определена при :   , то функция будет определена в углах, образованных такими точками , для которых:  . Обозначим через  область между этими двумя углами:
 , то есть это множество точек плоскости, лежащих между прямыми  и .
Теорема. Если функция  непрерывна при :  и всюду на этом интервале , то через каждую точку  из  проходит одна и только одна интегральная кривая.
Функция  называется однородной функцией размерности , если для любого  выполняется равенство:
                                          (4.3)
ОДУ в дифференциалах:
	                                        (4.4)
называется однородным, если ,  - однородные функции степени , т.е. выполняются условия (4.3):
,
.
 Уравнение (4.4) приводится к уравнению вида (4.2) если его разрешить относительно .
Для решения однородных дифференциальных уравнений применяется следующий метод:
1. Выполнить замену переменных:

 где  - новая искомая функция.
2. Преобразовать уравнение и решить его с использованием нового варианта уравнения с помощью метода разделения переменных, так как с помощью замены переменных 
 однородное уравнение сводится к уравнению с разделяющимися переменными относительно новой искомой функции .
3. Полученное решение преобразовать, возвращаясь к исходным переменным.
Подстановка   позволяет выразить производную неизвестной функции  через новую неизвестную функцию следующим образом:

Подставив в формулу (4.2), получим уравнение

которое можно переписать в виде уранения с разделенными переменными:


Интегрируя правую и левую стороны уравнения, и с учетом подстановки получим общее решение исходного однородного уравнения.
2. Уравнения, приводящиеся к однородным
Уравнение вида

это уравнение, которое не является однородным, если  или . Однако, можно сделать сдвиг переменных , и уравнение становится однородным, применяем стандартную замену для новых переменных после сдвиги, решаем уравнение с разделяющимися переменными, возвращаем исходные переменные .
3.Обобщенно- однородные ОДУ
Уравнение (4.1) называется обобщённо-однородным (или уравнением с однородной структурой с весами), если существует число , такое что для всех  выполняется:
.
 В классическом случае   обобщённо-однородное уравнение совпадает с обычным однородным уравнением (4.1) с правой частью  .
Замена переменной для решения обычно выглядит так:

После подстановки уравнение сводится к уравнению с разделяющимися переменными для новой неизвестной функции .
 Уравнение вида  
                                           (4.6)
называется обобщенно - однородным, если найдется такое число , что уравнение (4.6) становится однородным при замене  
Осуществляя замену, получаем уравнение 
                        (4.7)
Уравнение (4.7) - однородное, если выполняются условия 

                                          (4.8)
Уравнение (4.6) называется обобщенно- однородным, если найдется такое число , что если считать  – 1-го измерения,  - -го  измерения, а  - -го измерения, то левая часть уравнения (4.7) становится однородной функцией m-го порядка, если верно равенство:

Сделав замену , где  - новая функция, а затем замену  , где  - новая функция приводим уравнение (4.6)  к уравнению с разделяющимися  переменными.
Вместо этих двух замен можно использовать одну:  где   новая функция.
Линейные дифференциальные уравнения. 
Линейное дифференциальное уравнение первого порядка — это уравнение вида:
                                             (6.1) 
где 
   - неизвестная функция,
   и   - заданные функции переменной (или постоянные),
   - производная функции  по .
Таким образом, линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и её производной, т.е. неизвестная функция и ее   первая производная входит в уравнение в первой степени, без умножения друг на друга. 
Более подробно рассмотрим на следующей лекции.
Уравнение Бернулли
Дифференциальное уравнение первого порядка вида
,                                                       (6.9)
где     и   - непрерывные функции от  (или постоянные), а   и , называется уравнением Бернулли. 
Это уравнение приводится к линейному следующими преобразованиями.
Делим исходное уравнение на   что приводит к уравнению
                                           (6.10)
Делаем замену

Находим производную функции 

Подставляя новую неизвестную функцию    и производную    в уравнение (6.10), получим линейное уравнение относительно 

Решение полученного уравнения ищется методом вариации постоянной или с помощью интегрирующего множителя. Найдя его общий интеграл и подставив вместо  выражение   , получим общий интеграл уравнения Бернулли.
Уравнение Риккати
Дифференциальное уравнение первого порядка вида:
                                             (6.12) 
где 
  - неизвестная функция,
   и   - заданные функции,
   - производная функции  по  
называется уравнением Риккати.
Свойства уравнения Риккати. 
1. Если известно какое-нибудь частное решение  уравнения (6.12), то его общее решение может быть найдено при помощи квадратур.
2. Если известны два частных решения уравнения (6.12), то его общий интеграл находится одной квадратурой.
	Уравнение Риккати можно преобразовать в уравнение Бернулли или привести к линейному уравнению. Для этого достаточно знать лишь одно частное решение  уравнения (6.13) в виде элементарной функции и заменить  новой неизвестной функцией.
 	Положим  где   – новая неизвестная функция.  Применяя ее для уравнения (6.12), в общем случае получим уравнение Бернулли вида:
.
Уравнение Дарбу
Уравнением Дарбу называется уравнения вида: 
                 (6.14)
где  – многочлены от  и .
Уравнение Дарбу является обобщением уравнения Риккати. Поэтому в общем виде его решение не выражается через квадратуры, то есть интегралами.
Вопросы для самоконтроля:
1. Какое уравнение называется однородным уравнением относительно своих аргументов?
2. Какая функция  называется однородной функцией размерности ?
3. К какому типу приводятся однородное дифференциальное уравнение после замены переменных?
4. Напишите уравнения, приводящиеся к однородным уравнениям.
5. Какое уравнение называется обобщенно-однородным уравнением?
6. Какое уравнение называется линейным?
7. [bookmark: _GoBack]Какое уравнение называется уравнением Бернулли? 
8. К каким уравнениям приводятся уравнения Дарбу? 
9. Какое уравнение называется уравнением Риккати?
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